Universitat Stuttgart
Fakultdt Mathematik und Physik Physikalisches Praktikum |

www.physik.uni-stuttgart.de/studium/praktika/ap/

M10 Tragheitsmomente aus Drehschwingungen
Name: Matrikelnummer:
Fachrichtung: Versuchsdatum:
Mitarbeiter /in: Gruppennummer:
Assistent /in: Endtestat:

Dieser Fragebogen muss von jedem Teilnehmer eigenstindig (keine Gruppenlésung!) handschriftlich
beantwortet und vor Beginn des Versuchs abgegeben werden. Die Vorbereitung wird zusétzlich durch
einen Test bzw. eine mundliche Priifung tiber die physikalischen Grundlagen des Versuchs kontrolliert.

(Version: 7. Januar 2026)

Versuchsziel und Versuchsmethode:

1.) Wie sieht das Trigheitsellipsoid aus, wenn alle Haupttrigheitsmomente
gleich sind? Koénnen in diesem Fall Deviationsmomente auftreten?



2.) Bei welcher Art von Drehbewegungen spielen Nebentrigheitsmomente
eine Rolle und wie wirken sich diese aus? Erlautern Sie die Begriffe ,,statische
Unwucht* und ,,dynamische Unwucht*.

3.) Erldautern Sie den Steinerschen Satz!

4.) Vergleichen Sie die kinetische Energie der Translation mit der Rotations-
energie, sowie Impuls mit Drehimpuls. Welche Analogien erkennen Sie? Wie
lasst sich die Rotationsenergie mit Hilfe des Drehimpulses und des Tragheits-
momentes ausdriicken?



5.) Ein massiver Zylinder und ein diinnwandiges Rohr gleichen Durchmessers
und gleicher Gesamtmasse werden gleichzeitig vom hoéchsten Punkt einer
schiefen Ebene freigegeben und rollen ohne zu rutschen hinab. Welcher Kor-
per kommt zuerst unten an und warum?

6.) Nur Physiker: Wie lautet die Differentialgleichung fiir eine gedidmpfte
Drehschwingung? Wie wirkt sich die Dampfung auf die Eigenfrequenz des
Schwingsystems aus (qualitativ)?

7.) Nur Physiker: Wieviele Messungen sind notig, um den Trigheitstensor
eindeutig zu bestimmen?
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M10 Tragheitsmomente aus Drehschwingungen

Diese Anleitung kann und soll kein Lehrbuch ersetzen. Die beschriebenen Grund-
lagen stellen einen kurzen Uberblick dar und sind daher zum Erlernen der physikalischen
Grundlagen nicht ausreichend. Genauere Beschreibungen finden sich in:

[1] Kapitel Tragheitsmoment. In: EICHLER, H.-J.: Das neue Physikalische Grundprakti-
kum. Springer, 2016. — E-Book

[2] Kapitel Tragheitsmoment und Rotationsenergie. In: DEMTRODER, W.: Ezxperimen-
talphysik 1: Mechanik und Wdrme. Springer, 2015. — E-Book

[3] Kapitel Dynamik starrer ausgedehnter Korper. In: DEMTRODER, W.: Ezperimental-
physik 1: Mechanik und Wdrme. Springer, 2015. — E-Book

[4] Kapitel Mechanik des starren Korpers. In: MESCHEDE, D.: Gerthsen Physik. Springer,
2010. — E-Book

[5] Kapitel Einfihrung. In: MESCHEDE, D.: Gerthsen Physik. Springer, 2010. — E-Book

[6] Kapitel Mechanik der Massenpunkte. In: MESCHEDE, D.: Gerthsen Physik. Springer,
2010. — E-Book

[7] Kapitel Mechanik eines Massenpunktes. In: DEMTRODER, W.: Ezperimentalphysik 1:
Mechanik und Wdrme. Springer, 2015. — E-Book

Stichworte

Starrer Korper [3, 4], Tragheitsmoment [2], Schwerpunkt [3, 4], Drehachse [4], Steinerscher
Satz [3], Drehschwingung [4], Winkelgeschwindigkeit [4], BogenmaS [5], Federkonstante [6],
WinkelrichtgréBe [4], Tragheitsellipsoid [3], mechanische Energieerhaltung [7].

Grundlagen

Man kann fiir einen starren Korper um jede beliebige Drehachse ein Tragheitsmoment J
definieren:

J= /ri dm (M10-1)

r | ist der senkrechte Abstand des Massenelements dm von der Drehachse. Bei Wahl einer
anderen Drehachse dndert sich das Trédgheitsmoment. Aus Symmetriegriinden gentigt fiir



Mechanik Version: 7. Januar 2026

die allgemeine Beschreibung der Trigheitsmomente eines beliebig geformten Korpers ein
Tensor 2. Stufe:

wa J:py J:pz
J=| Jye Jyy Sy (M10-2)
Jzac Jzy Jzz

Fiir einfache geometrische Korper (Scheibe, Zylinder, Kugel, Quader...) lasst sich das In-
tegral M10-1 analytisch l6sen und liefert einfache Ausdriicke fiir Rotationsachsen um die
Symmetrieachsen des jeweiligen Koérpers mit der Masse m. Bei bekanntem Trégheitsmo-
ment Jg fiir eine Achse durch den Schwerpunkt lasst sich mithilfe des Steinerschen Satzes
das Trégheitsmoment Jp fiir eine um den Abstand [ verschobene parallele Achse berechnen
zu:

Jp = Js +ml? (M10-3)

Zur experimentellen Bestimmung der Tragheitsmomente werden die zu untersuchenden
Korper auf die Achse einer Spiralfeder gesetzt, wo sie Drehschwingungen ausfithren. Aus
der Schwingungsgleichung fiir die ungedédmpfte Drehschwingung

d?p

(D': WinkelrichtgroBe der Spiralfeder; ¢: Drehwinkel)

folgt fiir die Schwingungsdauer 7'

J(@)
Dl

T(®) = 2n (M10-5)

Somit lasst sich bei bekannter Winkelrichtgrofie aus der Schwingungsdauer das Tragheits-
moment fiir eine ausgewéhlte Achse w bestimmen. @ ist ein Vektor der Lénge 1, der in
Richtung der Drehachse zeigt.

Tragheitsellipsoid

Das Trégheitsmoment ist ein Tensor 2. Stufe mit 9 Komponenten, von denen im Fall des
Tragheitstensors aber nur 6 Komponenten voneinander unabhéngig sind. Ein solcher sym-
metrischer Tensor kann durch ein Ellipsoid (Trégheitsellipsoid) veranschaulicht werden.
Die kinetische Energie der Drehbewegung (Rotationsenergie) ist gegeben durch

sz ny Ja:z wx 1
(wWoswy,we) | Jya Ty Jys Wy | = 9 J(@) |W|2 (M10-6)
Jzac Jzy Jzz W

E, =

DO | —

wJw=

DO | —
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wobei J(@) das Triagheitsmoment in bezug auf die durch w gegebene Drehachse ist und
J der Tragheitstensor mit seinen Diagonalelementen J; und den Nebentrigheits- oder

Deviationsmomenten J;.

Teilt man Gleichung (M10-6) durch |w|? so erhélt man

w' _w
Y7 - g (M10-7)
|w| = |w]

SIe = J®) (M10-8)

Division von Gleichung (M10-8) durch J(@) ergibt

G J NG =1 (M10-9)

Ist J diagonalisiert, d. h. durch eine Hauptachsentransformation auf Diagonalform ge-
bracht (auf jeden Fall moglich bei symmetrischen Tensoren), so schreibt sich Gleichung

(M10-9) als

@0y, 0) [ V0 Wa 1
e R e A &, — =1 (M10-10)
J(w) 0 0 J, &, J(w)
2 2 2
J(@) J(@) J (@)
Jx Jy z

Der Vergleich mit der mathematischen Beschreibung eines Ellipsoids
22y 22

liefert fiir die Halbachsen des Tragheitsellipsoids

NV TV, TV

Jz, Jy und J, sind die Eigenwerte des Tragheitstensors und heiflen Haupttragheitsmo-
mente.

Wihlt man eine Drehachse A mit @, in Richtung derselben und misst die entsprechende
Schwingungsdauer T'(@, ), so ist nach Gleichung (M10-5)

2T 1 1

1
\/m =75 @) const - @) (M10-13)
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und der Vektor \/% ist gerade so lang, dass seine Spitze auf der Oberfléche des Trégheits-

ellipsoids liegt.

Da der Tragheitstensor in Hauptachsenform durch die drei Haupttragheitsmomente J;
dargestellt werden kann, gentigt es, diese drei zu bestimmen, um rechnerisch das Tragheits-
moment um eine beliebige Achse @ zu ermitteln.

Messprogramm

Es soll das Tréagheitsellipsoid eines symmetrischen Korpers ausgemessen werden. Der Kor-
per besteht aus einer Kugel K mit Bohrungen auf drei zueinander senkrecht stehenden
GroBkreisen (siche Abb. M10-1, M10-2). In diese Bohrungen (in Abb. M10-3 z.B. A, B,
C,D;a, b, c,dund 1, 12, 11, 10 usw.) kénnen Stangen S geschraubt werden, auf denen
man Massen m verschiebbar aufstecken kann (siche Abb. M10-4)

Abb. M10-1: Schwingung um z-Achse. Abb. M10-2: Schwingung um y-Achse.
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Abb. M10-3: Kugel-Oktant. Abb. M10-4: Draufsicht.

Die Bestimmung der Winkelrichtgroe D’ erfolgt aus didaktischen Griinden mit zwei
Methoden.

1. Statische Methode
Messen Sie an einem Korper gemé Abb. (M10-4) die Kraft F, die zum Aufziehen
der Spiralfeder um ¢ = 360° (bzw. 27) benétigt wird. Berechnen Sie die Winkel-
richtgroe D’ mithilfe der Messwerte F', [ und ¢ und geben Sie das Ergebnis in
Nm/rad an.

2. Dynamische Methode
Messen Sie die Schwingungsdauern zweier Systeme (bei zwei deutlich verschiedenen
Absténden [; gegentiberliegender Massen m von der Drehachse, s. Abb. M10-4) je
fiinf mal iiber mehrere Perioden. Die Massen der Zusatzkorper werden mit der Waage
bestimmt. Berechnen Sie wiederrum die Winkelrichtgrofie D’.

3. Konstruieren Sie einen symmetrischen Kérper mit stark anisotroper (d.h. richtungs-
abhéngiger) Massenverteilung und messen Sie die Schwingungszeiten des Korpers
(je 3mal) um alle moglichen Achsen in den drei Hauptebenen des Tragheitsellip-
soids, indem Sie die Bohrungen eines Kugeloktanten fiir die Drehachsen benutzen.
Zeichnen Sie die Hauptschnitte des Tragheitsellipsoids auf Polarkoordinatenpapier,
wobei Sie eine zu 1/+/.J proportionale GroBe (z.B. 1/T) als Radiusvektor auftragen.

4. Fiihren Sie die letzte Aufgabe ebenfalls fiir einen isotropen Kérper aus. Konstruie-
ren Sie einen Korper mit ziemlich gleichméfliger (isotroper) Massenverteilung in der
durch die Stangen aufgespannten horizontalen Ebene. Messen Sie die Schwingungs-
dauern um die Achsenpositionen (30°-Schritte) zwischen den Stangen und tiberzeu-
gen Sie sich, dass nun die Trigheitsmomente fiir alle Drehachsen in der von den
Stangen aufgespannten Ebene (nicht auf dem Oktanten!) gleich sind!

Zeichnen Sie wie unter 3.) in einem separaten Diagramm den Hauptschnitt des
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Tragheitsellipsoids in der durch die Stangen aufgespannten Ebene auf Polarkoordi-
natenpapier.

5. Berechnen Sie die zwei (im isotropen Fall) bzw. drei (im anisotropen Fall) Haupt-
tragheitsmomente J,, J, und J, nach Gl. (M10-5) bzw. Gl. (M10-13) aus D’ und
den Hauptschnitten.

Hinweise

o Zur statischen Methode: Héangen Sie dazu den Federkraftmesser an der Feststell-
schraube einer auf einen definierten Abstand [ zur Drehachse positionierten Masse
m ein und fiihren Sie aus der Ruhelage heraus durch Ziehen des Federkraftmessers
senkrecht zur Verbindungsstange eine komplette Umdrehung durch.

 Zur dynamischen Methode: Nach der Definition des Tragheitsmomentes Gl. (M10-3)
kann hier das Triagheitsmoment .J in einen konstanten Anteil Jg und einen veran-
derlichen Anteil m (? (bzw. m[3) aufgeteilt werden. Berechnet man die Differenz der
beiden Tragheitsmomente (bei verschiedenen [), so féllt der unbekannte konstante
Anteil Jg heraus. Dann kann D’ aus der Differenz der beiden Schwingungsdauern
mittels Gl. (M10-5) bestimmt werden:

472 - 2m (2 —13)

D' =
T2 T3

(M10-14)

o In der Gleichung zur Bestimmung der Winkelrichtgroe D’ ist als Masse m der Wert
eines einzelnen Massenstiicks des aufgesteckten Paares einzusetzen.

o In Gl. (M10-14) scheint der Bezug zum Winkel verloren gegangen zu sein - D’ muss
die Dimension Drehmoment/Winkel haben! Dies liegt daran, dass die Winkelge-
schwindigkeit w (w = dy/dt) bei Verwendung des Bogenmafles in rad/s gemessen
wird, rad (Radiant = Bogenldnge 1m / Radius 1m) aber iiblicherweise durch “1¢
ersetzt wird. Damit ist die Winkelgeschwindigkeit w bzgl. der Dimension nicht mehr
von der Kreisfrequenz w (w = 2w f) zu unterscheiden. Analog zur Schwingungsdauer
T, die per Definition in s/Periode gemessen wird, gilt fiir die WinkelrichtgroBe D’
per Definition N m/rad.

o Wenn Sie die kleinen Massen auf zwei gegentiberliegenden Stangen nach innen, die
groffen Massen auf den beiden anderen Stangen nach auflen positionieren ist die
Massenverteilung stark anisotrop.

o Am schnellsten erhalten Sie eine isotrope Masserverteilung, wenn Sie die einan-
der gegeniiberliegenden kleinen Massen symmetrisch nach auflen platzieren und die
groflen Massen symmetrisch so nach innen justieren, dass die Schwingungsdauern
um die beiden Achsen, auf denen die Massen befestigt sind, gleich werden.
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